UNIVERSITAT POLITECNICA DE CATALUNYA — BARCELONATECH

OPE — ORGANIZACION DE LA PRODUCCION Y DE EMPRESA (ASPECTOS TECNICOS, JURIDICOS
Y ECONOMICOS EN PRODUCCION )

Modelos y herramientas de decision. Teoria de Juegos I

MODELOS Y HERRAMIENTAS DE DECISION 240EO023 — Master Universitario en Ingenieria de Organizacion
(240MUEO) - ETSEIB

Joaquin Bautista-Valhondo

OPE-PROTHIUS — OPE-MSc.2017/19 240E0023 (20170305) - http://futur.upc.edu/OPE - www.prothius.com -
Departamento de Organizacién de Empresas — ETSEIB - UPC

@ ﬁ_ PROTHIUS MHD’ 17 — Juegos (I): 0

J. Bautista



Contenido

= Introduccion

= Decisiones en universo hostil - Juego

= Ejemplo 1. Presentacion

= Elementos de un juego

= Tipologia de Juegos

= Ejemplo 2. Presentacion - Campafia politica 2x3

= Dominancia entre estrategias

=  Ejemplo 2. Resolucion

= Ejemplo 3. Presentacion: Reina versus Rey

= Ejemplo 3. Arbol del Juego - Calculo de la tabla de pagos - Resolucién

= Juego justo y equilibrio

@ - ﬁ : PROTHIUS MHD’ 17 — Juegos (I): 1

J. Bautista



Introduccion

leoria de juegos.

Teoria matematica que estudia las caracteristicas generales de situaciones competitivas de
manera formal y abstracta tratando (como herramienta de decision) de dar soluciones a dichas
situaciones.

Juego:

Modelo de decision en universo hostil, sin ley de probabilidad objetiva referida a los estados.
Los estados estan influidos por las decisiones de entes inteligentes ajenos que también deciden
y con objetivos no coincidentes con los del decisor

Aplicaciones.:

* Juegos de mesa: ajedrez, poquer, damas, domino.

* Defensa: alianzas, guerra fria, combates militares.

* Politica: campanas, oposicion, coaliciones, acuerdos, pactos.

* Economia y Empresa: publicidad, comercializacion, fusiones, alianzas, convenios.
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Decisiones en universo hostil - Juego

Esquema: Proceso de un Juego

Utilidad - Accion-Reaccion

Estrategia

JUGADOR 1 <
(RACIONAL) s (D
o N
Analisis A
ACCIONES
POSIBLES

Utilidad: Informacion que comunica el desarrollo del juego.

Acciones: Decisiones parciales tomadas por los jugadores.

Estrategia: Regla predeterminada que concreta las acciones ante cada circunstancia.

Analisis: Estudio de la situacion.

€ ¢+ PROTHIUS

JUGADOR 2
(RACIONAL)

PROCESO DE
DECISION
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Ejemplo 1. Presentacion

Ejemplo 1 - Pares o Nones - Enunciado:

Dos jugadores J1 y J2 muestran al mismo tiempo 1 o 2 dedos. Si el numero total de dedos
mostrados por ambos jugadores es PAR, entonces J1 gana la apuesta (J2 paga 10 um a J1). Si el
numero total de dedos es IMPAR, entonces J1 paga 10 um a J2. Las utilidades para cada jugador
en funcidn de sus estrategias se recogen en la Tabla-1.

Estrategias J1° Utilidades (J1,J2) sl s2
e, . Mostrar 1 dedo el 10, -10 -10, 10
e, : Mostrar 2 dedos

e2 -10, 10 10, -10
Estrategias J2: max 10 10

s, : Mostrar 1 dedo

Tabla-1: Utilidades (J1,J2) para el juego “Pares o Nones”. Juego de 2

s, . Mostrar 2 dedos . )
2 personas y suma 0 (la ganancia de J1 es pérdida para J2 y viceversa)
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Elementos de un juego (1)

Jugadores: Dos o mas decisores que en sus acciones, bajo una percepcion hostil, emplean el
criterio de minimizar su maxima pérdida o de maximizar su minima ganancia.

Acciones: Decisiones tomadas cuando hay que jugar (elegir).

Estrategia: Regla predeterminada que especifica por completo como se va a responder a
cada circunstancia posible en cada etapa del juego (v.g.- analisis de un movimiento en
ajedrez).

Pagos: Utilidades (ganancias) asociadas a cada conjunto de estrategias de los jugadores. Los
valores también pueden corresponder a costes (pérdidas) o frustraciones.

Jugada: Acciones simultaneas de los jugadores sin que €stos conozcan las elecciones de sus
oponentes, dando como resultado una utilidad para cada jugador.
Supuestos:

* Ambos jugadores son racionales

*  Ambos jugadores eligen sus estrategias para su Unico beneficio, sin compasion hacia el
oponente.
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Elementos de un juego (2)

Elementos de un juego de 2 personas: (1) Estrategias del jugador 1, (2) Estrategias del
jugador 2,y (3) Matrices de pagos de ambos jugadores.

Hipotesis: Al inicio del juego, cada jugador conoce: (1) las estrategias de que dispone, (2) las
estrategias de su competidor y (3) las matrices de pagos de ambos jugadores.

1. Conjunto de estrategias de J1: A,B S ) : Sn
e, €E (i=1,..,m) € ay, by ap, by : 1ps D1y
2. Conjunto de estrategias de J2:
! e ) ay, by Ay, by : Upys by
s; € S (j = 1,..,n)
3. Matriz de pagos (ganancias) de J1:
A= (ai,j)mxn [Vel. < E,VSJ. & S] Cm e bml Am2> me y Arn bmn

4. Matriz de pagos (ganancias) para J2:

Juegosuma0 = B=-A:b, =-a, [Vel. EE,Vs, € S]
B=(b,),.|Ve, EE.Vs, ES]
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Tipologia de juegos

Seguin el numero de jugadores: Dos 0 mas jugadores. El andlisis del juego con 2 jugadores
es distinto al de mas de 2 jugadores (puede haber simplificacion).

Segun los pagos.:

* Suma nula (0) : La ganancia de J1 es pérdida para J2 y viceversa.

* Suma constante: Hay una cantidad constante a repartir entre J1 y J2.

* Suma no nula: La ganancia de J1 no es siempre pérdida para J2 y viceversa.
Seguin la informacion:

* Completa : J1 conoce las estrategias y pagos de J2 y viceversa (Ajedrez).

* Incompleta: J1 no conoce las estrategias y/o pagos de J2 y/o viceversa (Pares o nones).
Segun el azar:

* Con azar: Sorteo de estados para J1 y J2 con ley de probabilidad (Poker).

* Sin azar: Sin sorteo de estados (Ajedrez, Pares o nones).
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Ejemplo 2. Presentacion

Ejemplo 2 - Campana politica 2 dias y 3 ciudades (2x3) - Enunciado:

Dos fuerzas politicas (J1 y J2) elaboran un plan de campafia antes de las elecciones. Ambas
fuerzas quieren emplear 2 dias de la campaiia, seleccionando 3 ciudades importantes (B, M y
S). Cada fuerza ha disefiado 4 estrategias para conseguir votos (juego de suma 0), siendo las
utilidades de J1, en miles de votos ganados a J2, las que se recogen en la Tabla-2.0

Estrategias J1:
e,: IraByM Jl:a, €A sl s2 s3 s4
e,: IrsoloaB

el 1 2 4 1
e,: IrsoloaM
e,: Irsoloa$S e2 -1 0 5 1
Estrategias J2: e3 0 I -1 0
s;: IraMyS c4 -2 0 -1 1
s, : Irsoloa B
s, : IrsoloaM Tabla-2.0: Tabla de pagos (ganancias). Miles de votos ganados por

s,: Irsoloa S J1 aJ2 en el problema de la Campaiia politica 2x3.
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Dominancia entre estrategias

Nomenclatura y procedimiento:

Sean :
E.S  Conjunto de estrategias del jugador J1, E ={e,,..,e,, }. Conjunto de estrategias del jugador J2, S = {s,,...s, }
a;; Utilidad obtenida por J1 ante la estrategia de J1 ¢, € E' y la estrategiade J2 s, €S

b, . Utilidad obtenida por J2 ante la estrategia de J1 ¢, € E' y la estrategiade J2 s, €S

L]

Definicion 1 (Para J1):
Se dice que la estrategia ¢; € E domina a la estrategia e, € E (escrito asi: ¢, > ¢, ), cuando se cumple: @, ; =z, Vs, €S

Definicién 2 (Para J2):
Se dice que la estrategia s, € S domina a la estrategia s, € S (escrito asi: s, > 5, ), cuando se cumple: b, ; = b, Ve, EE

Por tanto, en un juego de suma nula (i.e. a,;+b =0 Ve, €EEVs, € S) : (sj > sk) = (al.’j <a, Ve € E)
Procedimiento de reduccion de estrategias:

0. Mientras haya reduccion, Hacer:
1. Dominancias en J1: V{el.,ek} C E, sie ~e, = Eliminar ¢, (fila k en matriz de pagos)
2. Dominancias en J2: V{s j,sk} C S, sis; >s, = Eliminar s, (columna k en matriz de pagos)

3. Fin_Hacer
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Ejemplo 2. Resolucion (1)

Ejemplo 2 - Campana politica 2 dias y 3 ciudades (2x3) - Dominancias en J1:

(e,: raByM | (s,: raMyS |
: e,: IrsoloaB s, : Irsolo a B
Estrategias J1: 4 2 - Estrategias J2: {2 .
s e,: IrsoloaM s s,: IrsoloaM
le,: Irsoloas | s, IrsoloasS |
J1:a; S S, S3 Sy J1:a; S S5 S5 S4
€ 1 2 4 1 € 1 2 4 1
€, -1 0 5 1 €, -1 0 5 1
€4 0 1 -1 0 = 0 l l 0
e 2 0 -1 1 e 2 0 1 1
Tabla-2.0: Tabla de pagos. Miles de votos ganados por Tabla-2.1: Tabla de pagos. Dominancias J1: estrategia
J1 aJ2 en el problema de la Campaiia politica 2x3. e, domina a estrategia e;. Se suprime e;.
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Ejemplo 2. Resolucion (2)

Ejemplo 2 - Campana politica 2 dias y 3 ciudades (2x3) - Dominancias en J1:

(e,: raByM | (s,: raMyS |
: e,: IrsoloaB : s, : IrsoloaB
Estrategias J1: { 2 [ Estrategias J2: {2 [
e,: IrsoloaM s,: IrsoloaM
le,: Irsoloas | s,: Irsoloa S
€ 1 2 4 1 € 1 2 4 1
e, -1 0 5 1 e, -1 0 5 1
e 0 ] ] 0 e 0 1 ] 0
\-/3 \4 P s P S J \./3 \V4 p s P s \V 4
e 2 0 -1 1 & 2 0 ! !
Tabla-2.1: Tabla de pagos. Dominancias J1: estrategia Tabla-2.2: Tabla de pagos. Dominancias J1: estrategia
e, domina a estrategia e;. Se suprime e;. e, domina a estrategia e,. Se suprime ¢e,.
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Ejemplo 2. Resolucion (3)

Ejemplo 2 - Campana politica 2 dias y 3 ciudades (2x3) - Dominancias en J2:

(e,: raByM | (s,: raMyS |
: e,: IrsoloaB : s, : IrsoloaB
Estrategias J1: { . Estrategias J2: {72 s
e,: IrsoloaM s,: IrsoloaM
le,: Irsoloas | s,: Irsoloa S
€ 1 2 4 1 € 1 2 4 1
€, -1 0 5 1 €, -1 0 5 1
e 0 ] ] 0 e 0 ] 0
\-/3 \4 P s P S J \/3 \%4 p s \4
Qe 9) 0O 1 1 e 9) 0 1 1
U4 pa \V4 I I \/4 - \\4 I 1
Tabla-2.2: Tabla de pagos. Dominancias J1: estrategia Tabla-2.3: Tabla de pagos. Dominancias J2: estrategia
e, domina a estrategia e,. Se suprime e,. s, domina a estrategia s,. Se suprime s,.
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Ejemplo 2. Resolucion (4)

Ejemplo 2 - Campana politica 2 dias y 3 ciudades (2x3) - Dominancias en J2:

(e,: raByM | (s,: raMyS |
: e,: IrsoloaB : s, : IrsoloaB
Estrategias J1: 4 2 . Estrategias J2: {2 -
e,: IrsoloaM s,: IrsoloaM
le,: Irsoloas | s,: Irsoloa S
J1:a; S S S3 Sy J1:a; S s, Sk S4
e, 1 2 4 1 €, 1 2 4 1
e, -1 0 5 1 e, -1 0 5 1
e 0 ] 0 e 0 1 0
\-/3 \4 P S J \/3 \%4 A \4
Qe 9) 1)} 1 1 e 9) 0 1 1
U4 pa \\4 I I \/4 - \\4 L 1
Tabla-2.3: Tabla de pagos. Dominancias J2: estrategia Tabla-2.4: Tabla de pagos. Dominancias J2: estrategia
s, domina a estrategia s,. Se suprime s,. s, domina a estrategia s;. Se suprime s;.
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Ejemplo 2. Resolucion (5)

Ejemplo 2 - Campana politica 2 dias y 3 ciudades (2x3) - Dominancias en J2:

(e,: raByM | (s,: raMyS |
: e,: IrsoloaB : s, : IrsoloaB
Estrategias J1: 4 2 . Estrategias J2: {2 -
e,: IrsoloaM s,: IrsoloaM
le,: Irsoloas | s,: Irsoloa S
J1:a; Sy S Sh S4 J1:a; S S, Sk Sy
e, 1 2 4 1 €, 1 2 4 |
e, -1 0 A 1 e, -1 0 5 ]
e 0 1 0 e 0 1 ().
\-/3 \4 L J \./3 \%4 HC \V4
e o) 0 1 1 e o) 0 1
U4 P \UJ s I U4 p \V4 1
Tabla-2.4: Tabla de pagos. Dominancias J2: estrategia Tabla-2.5: Tabla de pagos. Dominancias J2: estrategia
s, domina a estrategia s;. Se suprime s;. s, domina a estrategia s,. Se suprime s,.
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Ejemplo 2. Resolucion (6)

Ejemplo 2 - Campana politica 2 dias y 3 ciudades (2x3) - Dominancias en J1:

e:IraByM (s,: raMyS |
: e,: IrsoloaB : s, : IrsoloaB
Estrategias J1: { ° . Estrategias J2: {2 -
e,: IrsoloaM s,: IrsoloaM
le,: Irsoloas | s,: Irsoloa S
e, 1 2 4 1 e, 1 2 4 |
5 1 (0 5
62 = 1 () -) ] \./2 I \\4 ]
e 0 1 () e 0 1 1)}
\/3 A\ 4 i \V 4 V3 U M \4
a o) 0 1 e o) 0 1
\./4 - \\J 18 \./4 p \VJ 1
Tabla-2.5: Tabla de pagos. Dominancias J2: estrategia Tabla-2.6: Tabla de pagos. Dominancias J1: estrategia
s, domina a estrategia s,. Se suprime s,. ¢, domina a estrategia e,. Se suprime e,.

Resultado: J1 ganaré al menos 1000 votos a J2 con la estrategia ¢, (Ir a B y M)
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Ejemplo 3. Presentacion
Ejemplo 3 - Reina versus Rey - Q vs K - Enunciado:

Dos jugadores (J1 y J2) y una baraja con infinitas reinas (Q) e infinitos reyes (K). Para entrar
en la partida, cada jugador pone 100 euros en el bote.

— El croupier reparte una carta boca abajo a cada jugador ... Cada jugador mira su carta y
decide siguiendo un orden.

— J1 puede apostar 200 euros o pasar. Si J1 pasa entonces J2 se queda con el bote.
— SiJ1 apuesta, juega J2... SiJ2 pasa entonces J1 se queda con el bote.

— S1 ambos jugadores apuestan 200 euros y tienen idénticas figuras, se reparten el bote; en
caso contrario, gana el jugador que tiene la reina (Q).

(e, : Apostar siempre | (s, : Apostar siempre |
: e, : Apostar solo con : s, . Apostar solo con
Estrategias J1: { ° P Q - Estrategias J2: { ° P Q >
e, : Apostar solo con K s, : Apostar solo con K
e, . Pasar siempre ) | s, : Pasar siempre

J
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Ejemplo 3. Arbol del juego

Construccion.

0.25

J1 J1 J1 J1

-100 -100 -100 -100

0 100 300 100 -300 100 0 100

A : J1 Apuesta- P : J1 Pasa} S .{Ql : J1 con Reina- K, : J1 con Rey}

Acciones :{ A, : J2 Apuesta - P, : J2 Pasa

,: J2 con Reina - K, : J2 con Rey
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Ejemplo 3. Calculo de la tabla de pagos

Valoracion de pagos:

R Conjunto de resultados del reparto para J1y 12: R ={r,,r,,1;,1, } ={0,0,.0K,.K,0,.K K, }
Sean:ju, ;(r,) Utilidad de J1 con las estrategias ¢, € E'y s; € S cuando se produce el resultador, ER ¢
& Utilidad de J1 con las estrategiase, EE y s, €S : a;; = E; p(r)u, ;(r) YeVs,

Ejemplos:

a,;, =(0+300-300+0)/4=0

a,, =(100+300+100+0)/4 =125
a,, =(0+100-100—-100)/4 =-25
a,, =(100+100-100-100)/4=0
a,, =(—-100-100—-300+0)/4 =-125 hj| hf| bl Aj|
a,; =(—100-100+100+0)/4 =-25

a,,=—-100 Vj=1,..,4 4 R
(e,,5, : Apostar siempre 00 %0 "0 o0
e,,s, : Apostar solo con Q B . A .
e;,s; . Apostar solo con K j ’ ?
e,,s, : Pasar siempre
0 100 300 100 -300 100 0 100
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Ejemplo 3. Resolucion (1)

Ejemplo 3 - Reina versus Rey - Q vs K - Dominancias J1:

Estrategias J1: -

, - Apostar
, - Apostar solo con Q
, . Apostar solo con K

e, . Pasar

3

V

J1:a; 81 S, S5 S4
€ 0 -25 125 100
e, 25 -25 50 0
€, -125 -100 -25 0
e, -100  -100  -100  -100

( A

s, . Apostar
s, : Apostar solo con Q

Estrategias J2:
strateglas J2: 4 s, : Apostar solo con K

Tabla-3.0: Tabla de pagos de J1 (euros por partida que
gana J1 aJ2) en el problema Q vs K.

@ 7 PROTHIUS

|5, - Pasar J
J1:a; S S5 S5 S4
€ 0 -25 125 100
e, 25 -25 50 0
.- 125 100 25 0

€, -100  -100  -100  -100

Tabla-3.1: Tabla de pagos. Dominancias J1: estrategia
e, domina a estrategia e;. Se suprime e;.
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Ejemplo 3. Resolucion (2)

Ejemplo 3 - Reina versus Rey - Q vs K - Dominancias J1:

e, : Apostar ] (5, : Apostar )
; : : Apost |
Estrategias J1: ¢, Apostar solo con Q > Estrategias J2: 1 $,+ Apostar solo con Q >
e, : Apostar solo con K s, . Apostar solo con K
e, . Pasar ) |5, - Pasar ]
J1:a; S S, S3 Sy J1:a; S S5 S5 S4
€ 0 -25 125 100 € 0 -25 125 100
e, 25 -25 50 0 e, 25 -25 50 0
— 125 100 25 0 — 125 100 25 0
e, -100  -100  -100  -100 —~—100—100—100—100

Tabla-3.1: Tabla de pagos. Dominancias J1: estrategia

Tabla-3.2: Tabla de pagos. Dominancias J1: estrategia
e, domina a estrategia e,. Se suprime e;.

e, domina a estrategia e,. Se suprime e,.
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Ejemplo 3. Resolucion (3)

Ejemplo 3 - Reina versus Rey - Q vs K - Dominancias J2:

' A (

e, . Apostar s, : Apostar ]
, e, . Apostar solo con : s, : Apostar solo con
Estrategias J1: { * P Q > Estrategias J2: { ° P Q >
e, : Apostar solo con K s, . Apostar solo con K
e, . Pasar ) |5, - Pasar ]
Jl:a, S S, S3 Sy J1:a; o S5 S5 S4
e, 0 25 125 100 e, 0 25 125 100
e 25 225 50 0 e, 25 25 50 0
— 125 100 25 0 — 125 100 25 0
1 —~—10—100—100—100
Tabla-3.2: Tabla de pagos. Dominancias J1: estrategia Tabla-3.3: Tabla de pagos. Dominancias J2: estrategia
e, domina a estrategia e,. Se suprime e,. s, domina a estrategia s,. Se suprime s,.
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Ejemplo 3. Resolucion (4)

Ejemplo 3 - Reina versus Rey - Q vs K - Dominancias J2:

Estrategias J1: -

: Apostar

: Apostar solo con Q
: Apostar solo con K
: Pasar

3

J1:a; &h S, S5 S4
€ ) -25 125 100
e, 25 -25 50 0
— 125 100 25 0

-—100—3100—100—100

Tabla-3.3: Tabla de pagos. Dominancias J2: estrategia

s, domina a estrategia s,. Se suprime s,.

@ 7 PROTHIUS

s, . Apostar
: s, . Apostar solo con
Estrategias J2: {° P Q >
s, . Apostar solo con K
|5, - Pasar J
J1:a; S S5 Sk S4
€ 0 -25 125 100
e, S -25 50 0
— 25 100 25 0
ey 0 100 100 100

Tabla-3.3: Tabla de pagos. Dominancias J2: estrategia
s, domina a estrategia s;. Se suprime s;.
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Ejemplo 3. Resolucion (5)

Ejemplo 3 - Reina versus Rey - Q vs K - Dominancias J2:

e 3 e

e, . Apostar s, : Apostar ]
: e, . Apostar solo con . s, . Apostar solo con
Estrategias J1: 1 * P Q > Estrategias J2: {° P Q >
e, : Apostar solo con K s, : Apostar solo con K
e, . Pasar ) |5, - Pasar ]
J1:a; S S, Sk Sy J1:a; S S5 Sk Sy
€ 0 -25 125 100 €, (] -25 125 100
€, 25 -25 50 0 e, 25 -25 50 ()
— 125 100 25 0 e 125 100 25 0
a 100 100 100 10 a 100
\./4 I \V/ JRAVAV) I \V4 I UO U4 I \v/ 100 ]. qn 1 O
Tabla-3.3: Tabla de pagos. Dominancias J2: estrategia Tabla-3.4: Tabla de pagos. Dominancias J2: estrategia
s, domina a estrategia s;. Se suprime s;. s, domina a estrategia s,. Se suprime s,.

Resultado: J2 gana en promedio 25 euros por partida con la estrategia s, (Apostar con Q)

@ ‘,_ P ROT H I U S MHD’ 17 — Juegos (I): 23

J. Bautista



Juego justo y equilibrio

Valor del juego (suma (). Es la ganancia del jugador J1 (Pago a J1) cuando los jugadores J1 y
J2 operan de la mejor forma posible utilizando sus estrategias Optimas.

Juego justo: Se dice que un juego es JUSTO cuando el valor del juego es 0.

J1:a; S S sk Sy J1:a; g S5 Sk Sy
€, 1 2 4 | €, ) -25 125 100
& 1 0 5 e, 25 25 50 0
a 0 1 () 1DS8 100 25 ()
\/3 \V4 M \V4 \./3 LT v/ PEAVAV 4 4 \V 4
o ) 0 1 a 100 100 100 1 0
\./4 - A\ 1 \44 1 U 1 UVU py A\ 1
Tabla-2.6’: Campafia 2x3 - Juego no justo: J1 gana Tabla-3.4’: Reina vs Rey - Juego no justo: J2 gana 25
1000 votos a J2 si J1 se posiciona en e,. euros/partida a J1 si J2 se posiciona en s,.

Punto de silla: Tupla de estrategias (una para cada jugador) tal que ningin jugador puede
aprovechar la estrategia de su oponente para mejorar su propia posicion: solucion estable o de
equilibrio.
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